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Sommes ()

Généralités

E Définition 1.1.1.1

Soit I un ensemble fini non vide et (a;);e; une famille d’éléments de C. La somme
des éléments de cette famille est notée :

S
i€l
Sil=1{0,1,...,n} (oun € N), alors on écrit :

n

ai= > ai=ata+-+a,

i=0 0<i<n

® Propriété 1.1.1.1 (Linéarité de la somme)

1. Additivité sur les ensembles disjoints : Si I et J sont deux ensembles finis
tels que I NJ =0, alors :

Y= ai+) q

keluJ il jeJ

2. Homogénéité : Si A € C est une constante (indépendante de 'indice de somma-
tion 4), alors :
Z /\ai = A Z a;
i€l i€l

3. Additivité : Pour deux familles (a;);cr et (b;)iers :

el i€l i€l

Q Preuve
La preuve repose sur les propriétés de commutativité et d’associativité de 'addition.



1.2. Changement d'indice et sommes télescopiques

1. On pose I = {iy,...,ip} et J = {j1,...,jy}. Puisque I NJ =@, I'union 1 U J
contient p 4 ¢ éléments distincts. La somme sur I U J est donc (a;, +---+a;,) +
(aj, +---+aj;,), ce qui correspond a la somme des deux sommes.

2. C’est une simple factorisation : Aay + - -+ 4+ Aa, = A(ay + -+ + ayp).

> Conséquence 1.1.1.1

1. Relation de Chasles pour les sommes : Si1 <n <m, alors :

m

Zai:Zai+ Z a;
=1

=1 i=n+1

2. Somme d’une constante :

S A= X-card(I)

il

En particulier, Yp_ A= X-(n—p+1).

n 1
n(n+1)

2. YR o(2k+1) = 20 k4+k0 1 = 255+ (n41) = n(n+1)+(n+1) = (n+1)>

Changement d’indice et sommes télescopiques

1.2.1 Changement d’indice

@ Proposition 1.1.2.1

Soit (ay)ren une suite d’éléments de C. Pour tout p € Z :

n n+p
DGy = ), 4
k=m Jj=m-+p

Cette opération est appelée un changement d’indice (ou translation d’indice).




1.2. Changement d'indice et sommes télescopiques

® Remarque 1.1.2.1

1. Un changement d’indice doit étre une transformation affine (k — ak + b) pour
préserver la nature "consécutive' des indices. Un changement non linéaire comme
k — k% n’est pas valide.

2. La permutation des bornes est un cas particulier : >7) | ap— = ap—1 + ap_2 +
n—1

1.2.2 Sommes télescopiques

@ Proposition 1.1.2.2

Pour une suite (ay), on a :

n

D (aps1 — ax) = ang1 — ap
k=p

Q Preuve

Le développement de la somme donne :

(aps1 — ap) + (apy2 — ap1) + -+ (an — ap1) + (Gng1 — ay)

Tous les termes intermédiaires s’annulent deux a deux, ne laissant que —a, et a,41.
|

1. Calculer S, = 7, m
1

On décompose en éléments simples : - =

et D) — % La somme devient
télescopique :

1
E okt

_ n 1
2. Calculer Tn = Zk:l m ;.
. . . . ;. 1 _ VE+1-VE __ _
On utilise ’expression conjuguée : R = —E =k + Vk.

n

T, =S (VE+1-VE) = vati-vI=vati-1

k=1




1.3. Sommes classiques

® Remarque 1.1.2.2 (Télescopage a plusieurs pas)

Pour une somme comme Y, (a2 — ax), on peut la décomposer pour faire apparaitre
des sommes télescopiques simples :

Z(ak+2 —ai) = Z(ak+2 — Qg1+ Q1 — ag) = Z(ak+2 — apt1) + Z(ak-H — ay)
k k k k

Sommes classiques

1.3.1 Identité remarquable et suite géométrique

W Théoréme 1.1.3.1 (Identité de Bernoulli)

Pour tous a,b € C et tout n € N* :

[ Formule a” — b" = (a — b) Xp=} akbr—1=F J

Q Preuve
On développe le membre de droite :

Z(Lkbn 1-k Zak—i-lbn 1-k nilakbn—k
k=0

n n—1 n—1
=> db" - Z a*o" Tt = (a" + Z ab"I) = (b4 Y af o) = at = b"

Jj=1 k=1

® Remarque 1.1.3.3

En posant b = 1 et a # 1, on retrouve la somme des termes d’une suite géométrique.

W Théoréme 1.1.3.2 (Somme géométrique)

Pour tout z € C et n € N :

1.
n—+1 stx =1

n
k
A
];J e x4 1

11—z




1.3. Sommes classiques

2. Pourp<mn :

1.3.2 Binome de Newton

W Théoréme 1.1.3.3 (Formule du binéme de Newton)

Pour tous a,b € C et toutn € N :

[ Binéme de Newton (a + b)" = £, (7)akb"* }

ot <") = Wlk), est le coefficient binomial.

® Propriété 1.1.3.2 (Propriétés des coefficients binomiaux)

1. (5)=(0)=1
2. Symétrie : Pour k € {0,...,n}, (Z) — (nﬁk>

3. Formule de Pascal : Pour k € {0,...,n— 1}, (Z) + (kL) = (Zj:)

Q  Preuve (Preuve du binéme par récurrence)

» Initialisation (n = 0) : (a +b)° =1 et 30, (2)akb0_k = (8)@060 = 1. La
formule est vraie.




1.3. Sommes classiques

» Hérédité : Supposons la formule vraie pour un rang n € N.
(a+b)""" = (a+b)(a+b)"

= (a+b) i (Z) a"b" % (par H.R.)

k=0
- n k+1in—k - n kin+1—k
= Z a" """t 4 Z ( >a b
k=0 <k> k=0 k
_ & < n >ajbn+l—j 4 Zn: <n> akbn+1—l~c
j=1 J— 1 k=0 k
n n+1 = n kin+1—k n n+1 = n kin+1—k
T (e

— ntl bn+1 - n n kbn+1—k
2 () ()

:an+1+bn+1+ & <n+1
k=1 k

n+1\ .10 n+1\ g1 = (nt1\ 4k
<n+1>a -+ 0 a +Z 1 a

k=1
n+1
s (” + 1) aFpnti—k

_kz:% N

)akb”H_k (Formule de Pascal)

La formule est vraie au rang n + 1.

iHt Exercice 1.1.3.1
1. Calculer Y7, (Z)

2. Calculer Y7_,(—1)% (Z)

3. Calculer >}, k(Z)

Q  Preuve (Solutions)

1o, (7) = Sns ()11 = (1 1) = 2n,

2. ZZ:O(_l)k(Z) = > h=0 (Z)(—l)klnfk =(—-14+1)"=0 pour n > 1.

3. On utilise la technique de la dérivation. Soit f(z) = (1 4+ z)" = Y}, (Z)xk
Alors f'(z) =n(1+z)" =37, k(’;)xk*l. Pour z = 1, on obtient >-7_, k:(g) =
n(l+ 1)t =n2n1.

|




1.4. Sommes doubles

Sommes doubles

E Définition 1.1.4.2

Soit une famille d’éléments (a; ;) ot i € I et j € J sont des ensembles finis. La somme
double est :

TS (Z ai,j) -y (Z ai,j> (Théoréme de Fubini)

(4,9)eIxJ i€l \jeJ jeJ \iel

Calculer S = 37 <;<j<, - On peut écrire cette somme comme une somme double et
SISO
intervertir ’ordre de sommation :

i " 1505+ 1& _1(n(n+1) n(n + 3)
(5 -5 - e - (0 ) e

Pl j=1




Produits (II)

Définition et propriétés

E Définition 2.2.1.3

Soit (a;)ier une famille d’éléments de C avec I = {iy,...,i,} un ensemble fini. On
note le produit des éléments de cette famille par :

Hai:ail X Qjy X =0+ X Gy,
el

Sil={l,...,n}, alors :

n
Hai:Hai: H a;
=il

icl 1<i<n

1. Factorielle : [[}_;k=1x2x---xn=nl!

2. Produit et somme : [[}_, 2F = 9D b = 9™

® Propriété 2.2.1.3

1. T (Aa;) = A" I, a;. Plus généralement, [1;c;(Ma;) = A [T.c; a;.

2. SiInNJ =0, alors [Tyeruy ax = ([ier a:) (H]-GJ aj). En particulier, pour m > n,
i1 @i = (ITi2, @) (H?lnﬂ ai)'

3. Changement d’indice : [[}_, a1, = [[}-0,, a.

4. Produit télescopique : SiVi € {p,...,n},a; # 0, alors :

n

H Qi+1  Qntl

i=p a; Gp

5. Tlier(aibs) = (Iier as) (TLiez bi)-




2.2. Exercices sur les produits

® Remarque 2.2.1.4

Attention a ne pas confondre les propriétés des sommes et des produits. En général :

o (54) 21

icl el el

En effet, le membre de droite correspond a une somme double : (3 ;c; a;) (Z]E b ) =
Z(i,j)eﬂ CLibj.

Exercices sur les produits

iHt Exercice 2.2.2.2

1. Calculer [];_, (1 — 1?12)

2. Calculer I];_, (1 - #) a l'aide des factorielles.

3. (Intégrales de Wallis) Soit n > 0, on pose U,, = Jx 2 sin”(t) dt.
a) Calculer Uy et U;.
b) Montrer que Vn € N, U, » = 2ELU,,.

n+2
c) En déduire Uy, et Us, 1 en fonction de n.

Q  Preuve (Solutions (Partielles))

1. Produit télescopique :

n _"k:2—1_”(k—1)(k:+1)_ ~k—1 ~k+1
H(1_>_,}12 2 _kHQ kok 137 ==
1 2 n—1 3 4 n—+1 1 n+1 n—+1
:<2.3”' n>(23' n>:<n>'<2): 2n
2. Utilisation des factorielles :
H 2k—1(2k+1) Hk 2k —=1) - TTr_,(2k + 1)
P 2k)? (ITi—, 2k)°

Onallp,(2k—1) = Hf’z)% = 22732,' et TTr_,(2k) = 2"nl. De méme, T}_,(2k +
1) _ (@nt1)

5w - Le produit vaut donc :

Gl @l op)2n41)) 20+ 1 <2n>2

(Znn!)2 - 24n(n!)4 - 42n

n

10



2.2. Exercices sur les produits

3. Intégrales de Wallis :
a) Uy=J¢*1dt = 1.
Uy = [ sin(t)dt = [— cos()]3/* =0 — (=1) = 1.
b) On effectue une intégration par parties sur U, o = Jor sin™*1(¢) sin(t) dt.
Posons u(t) = sin" ™ (t) = u/(t) = (n + 1) cos(t) sin"(¢)
et v'(t) = sin(t) = v(t) = — cos(t)

Unio = [—sin™ (¢) cos(t)]5? + (n + 1) /OW/2 cos®(t) sin"(t) dt
=0+ (n+1) /(:/2(1 — sin?(t)) sin"(t) dt
= (n+1)(Un — Uny2)

c) Par récurrence, on obtient :

U _2n—1 2n-3 EU— @)t m o (2n
T o om—2 0 20 an(n)22 247\ n

U 2n 2n—2 gU o Ar(nl)r 4n
T +1 2m—1 3 1_(2n+1)'_(2n+1)(2n)

11



Systémes linéaires

Généralités

3.1.1 Définition d’un systeme

E Définition 3.3.1.4

Un systeme de n équations linéaires a p inconnues (1, ...,x,) est de la forme :
a11Z1 + a12Z2 + - - + a1pTp = by
(2911 + A92To + - - + AopTp = bg
A1 T1 + Ana®a + -+ + AppT, = by,

Les coefficients (a;;) pour 1 < i < n,1 < j < p et les seconds membres (b;) pour
1 < ¢ < n sont des constantes connues.

Pour n = p = 2, le systeme s’écrit :

a1 + ajpx2 = by
2171 + a2T2 = by

s Application 3.3.1.1 (Position de deux droites dans le plan)

Un systeme de deux équations a deux inconnues peut étre interprété comme l'inter-
section de deux droites (Dq) et (Ds) :

(D1) oz + By =1
(D3) rax+by=c

» Si (D;) rencontre (D) en un point (xg,yo), le systeme (L) admet une solution
unique : 5(z) = {(zo, %0)}-

12



3.1. Généralités

> Si (Dy) et (Dy) sont strictement paralleles, le systeme (L) n’admet aucune
solution : Sy = 0.

» Si (D) = (Ds), le systeme (L) admet une infinité de solutions (les points de
la droite) : Sy = {(z,y) € R? | az + By = 7}

2r4+y=1 z—2y=1 T—y=
(L):q 7Y (L) 4"~ (Ly): 4" 7
TN A=) —2z+4y =3 =252 A =F=).

3.1.2 Résolution d’un systéme linéaire

@ Proposition 3.3.1.3

Pour résoudre un systéme linéaire, on cherche a le transformer en un systeme équi-
valent (ayant les mémes solutions) et "plus simple', c’est-a-dire un systéme trian-
gulaire ou, dans le cas général, un systéme échelonné.

B Définition 3.3.1.5 (Systéme triangulaire)

Un systeme est dit triangulaire si tous les coefficients sous la diagonale principale
sont nuls. Par exemple :

111 + A2 + - + ATy = b1
20X + + - + AopTy = by
ApnTn = bn

Un tel systeme se résout en utilisant la "méthode de la remontée".

B Définition 3.3.1.6 (Systéme échelonné)

Un systéme échelonné est un systeme linéaire dont chaque équation (ou ligne)
commence par strictement plus de zéros que la précédente. Par exemple :

Q1171 + Q12T + Q1323 + -+ + Q1 Ty = I
0 + 0 + Q33 + -+ Q2 Ty =72
0 i 0 + 0 + 34Ty +... =173

13



3.2. Sous-espaces vectoriels de R"

W Théoréme 3.3.1.4 (Opérations élémentaires (Pivot de Gauss))

Les opérations suivantes permettent de passer d’un systeme a un autre qui lui est
équivalent :

1. Permutation de deux lignes : L; <> L; (avec i # j).
2. Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul o : L; < aL; (avec o #0).

3. Ajout a une ligne d’un multiple d’une autre ligne : L; <— L; + \L; (avec i # j).

1. Soit le systeme :

1'1—|-21L'2—|—21L‘3:2 1'1—|-2ZL'2—|—2£L‘3:2 x1—|—2x2—|—2x3:2
.T1+31'2—2£L'3:—1 M) $2—4$3:—3 M) $2—4$3:—3
L3«L3-3L1
3271 + 5!172 + 8.’173 =38 —Z9 + 2.’173 = —2.’173 =—-1
Par remontée, on trouve z3 = 1/2, puis 5 = —1, et enfin z; = 3. D’oun

2. Soit le systeme :
Ty — Lo+ T3 = 1
21’1 — T2 + T3 = 3

31’1 — 2$2 +2£C3 =4

Apres résolution, on trouve une infinité de solutions : S = {(2,1+t,t) | t € R}.

Sous-espaces vectoriels de R"

B Définition 3.3.2.7 (Structure de R™)

On munit ’ensemble R™ de deux lois :
» L’addition vectorielle : x +y = (21 + y1,. .., Ty + Yn)-

» La multiplication par un scalaire : A - x = (Axy, ..., A\zy,).

B Définition 3.3.2.8 (Sous-espace vectoriel)

Une partie non vide F' C R™ est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de R" si elle est
stable par combinaison linéaire :

Y(z,y) € FAVAER, z+IycF

Cela équivaut a vérifier deux conditions :

14



3.2. Sous-espaces vectoriels de R"

1. Le vecteur nul 0 = (0,...,0) appartient & F.

2. F est stable par addition et multiplication par un scalaire.

B Définition 3.3.2.9 (S.E.V. engendré par une famille de vecteurs)

Soient v1, ..., v, des vecteurs de R". L’ensemble de toutes leurs combinaisons linéaires

n 7’ L3 , . — —
est un s.e.v. de R", appelé sous-espace vectoriel engendré par la famille (v1, .. ., 7).
On le note :

p
Vect(vy, ..., 0p) = {Z)\Zﬁg | (A,..,Ap) € Rp}
i=1

C’est le plus petit (au sens de l'inclusion) s.e.v. de R™ contenant tous les vecteurs o;.

Dans R?, considérons v; = (1,0,0) et v3 = (0,1,0).
VeCt(U_i,’U_é) = {)\1(1, 0, 0) + )\2(0, 1, 0) | A, Ao € R} = {()\1, Ao, O) | A1, Ag € R}
C’est le plan horizontal d’équation z = 0.

Y

_Plan 2 =0

AU2

~

Y
8

B Définition 3.3.2.10 (Famille libre et liée)

Une famille de vecteurs (v1, .. .,0,) est dite :

» libre si la seule facon d’obtenir le vecteur nul comme combinaison linéaire est de
choisir tous les coefficients nuls.

» liée si elle n’est pas libre. Cela signifie qu’au moins un des vecteurs peut s’exprimer
comme combinaison linéaire des autres.

15



3.3. Sous-espaces affines et structure des solutions

B Définition 3.3.2.11 (Base et Dimension)

Soit F un s.e.v. de R".

» Une famille (v1,...,v,) est une famille génératrice de F' si F' = Vect(v1, ..., v,).
» Une base de F' est une famille génératrice de F' qui est également libre.

» Toutes les bases d’un s.e.v. F' ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est
appelé la dimension de F', notée dim(F').

Sous-espaces affines et structure des solutions

B Définition 3.3.3.12 (Sous-espace affine)

Soit F un s.e.v. de R™ et @ un vecteur de R". L’ensemble
A=d+F={d+v|ve€F}

est appelé un sous-espace affine passant par d et de direction F'. Sa dimension est
celle de sa direction : dim(A) = dim(F).

@ Proposition 3.3.3.4 (Non-unicité du point de passage)

Le point de passage d’un sous-espace affine n’est pas unique. Si A = a+ F, alors
pour tout point b € A, on a aussi A =0+ F.

Q  Preuve
Soit b € A. Par définition, il existe un vecteur v; € F' tel que b=a-+ .

» Montrons que A C b+ F. Soit 7 € A. 1l existe vy € F tel que ¥ = @+ v5. Comme
id=b—v,onad=(b—2v)+v; =b+ (v3 — 7). Puisque F est un s.e.v.,

— —

vy — v € F, donc £ € b+ F.

» Montrons que b+ F C A Soit 7 € b+ F. Il existe 03 € F tel que ¥ = b+ 5. En
remplagant b, on a ¥ = (@ + v1) + 03 = d + (v1 + v3). Comme v; + v3 € F, on a
re A

Les deux inclusions prouvent 1’égalité. [

W Théoréme 3.3.3.5 (Unicité de la direction)

La direction d’un sous-espace affine est unique. Si A = a1 + Fy = a3 + F», alors
L =F,.

16



3.3. Sous-espaces affines et structure des solutions

Q  Preuve
On a ay; € A = ay + Fi, donc il existe v; € F; tel que a3 = ay + 01, d’ou
a1 — a3 = —01 € Fi. De méme, a1 € A =as + F,, donc a] — a3 € Fs.

> Soit # € Fy. Alors a3 + 7 € A = d, + Fy. 1l existe donc v/ € F; tel que
a3+ = ay+v'. On en déduit & = (@] — d3z) +v'. Comme a7 — a3 € Fy et v/ € F,
leur somme 7 est dans Fj. Donc F» C F.

» L’argument est symétrique : en partant de ¥ € Fj, on montre de la méme maniere
que T € Fy, donc Fy C Fs.

Par double inclusion, F; = F5. [ |

1. Soit A = {(x,9,2) € R® | z +y + 2z = 1}. Un point (z,y,2) € A vérifie
z=1—2x —y. On peut donc Iécrire :

(1';3/7 IS y) - (0’07 1) + (I7y7 —T — y) - (0707 ]-) +$(1707 _1) +y(0’ 17 _1)

Ainsi, A = @ + Vect(v7,03) avec @ = (0,0, 1), 01 = (1,0,—1) et v3 = (0,1, —1).
A est un sous-espace affine de dimension 2 (un plan).

2. Soit D = {(z,y) € R? | z — 2y = 1}. C’est la droite affine d’équation z = 1 + 2y.
On peut écrire un point de D :

(1+2y,y) =(1,0) +y(2,1)

Ainsi, D = (1,0) + Vect((2,1)). C’est une droite affine.

3.3.1 Structure de I'’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

% Théoréme 3.3.3.6

Soit (L) un systéeme linéaire et A I’ensemble de ses solutions.
» Soit A est vide (A = 0).
» Soit A est un sous-espace affine A =z, + F, ou :
> @, est une solution particuliere de (L).

> F est le s.e.v. des solutions du systéme homogéne associé (H), ou tous
les seconds membres sont nuls.

Q. Preuve

Soit le systeme (L) : Y%_; a;x; = b; et le systeme homogene associé (H) :

17



3.3. Sous-espaces affines et structure des solutions

>h_1 agr; = 0. Notons F' I’ensemble des solutions de ().

1. Montrons que F' est un s.e.v. de RP”.
» Le vecteur nul 0 est dans F car > ai; - 0=0.
» Soient 7,y € F et A € R, S _raii(y; + Ay) = Xhg agy; + Ao aiy; =

04+A-0=0. Doncy_’—k)\gj’GF.

2. Montrons que A = 2, + F', en supposant que A n’est pas vide et que ,, est une
solution particuliere de (L). Soit ¥ € A. Ona donc Y- a;;z; = b; et Y- a;(z,); = b
En soustrayant les deux équations, on obtient : Y- a;j(x; —(x,);) = 0. Ceci signifie

ue le vecteur ¥ — z,, est une solution du systéme homogéne, donc ¥ — z, )
1 t 5 est lut d t h . d » € F
On a donc ¥ € 7, + F. L’égalité est démontrée par équivalences successives.

T+y+ztt=4
Résoudre le systeme (L) : (22 +y +22+t =6
3x+2y+ 32+ 2t =10
» Solution particuliére : On remarque que @ = (1,1,1,1) est une solution
particuliere de (L).

» Résolution du systéme homogeéne (H) :

r+y+z+t=0 z+y+z2z+t=0 ti—0

. . L2+L2-2L1 ) Y =

(H) 2x+y+22+t—0 m Yy t=0 {x+2_0
3r+2y+32+2t=0 —y—1t=0

Les solutions sont de la forme (x,y,—x,—y) avec z,y € R. L’ensemble des
solutions de (H) est F' = {x(1,0,—1,0) + y(0,1,0,—1) | z,y € R} = Vect(v1, v3)
avec 01 = (1,0,—1,0) et v3 = (0,1,0,—1).

» Solution générale de (L) : L’ensemble des solutions de (L) est A =d+ F =
{(1,1,1,1) + 2(1,0,-1,0) + y(0,1,0,—1) | z,y € R}.

3.3.2 Exercices d’application

iHt Exercice 3.3.3.3

Résoudre les systemes suivants :
L DansR": (L) {Sioax=2"1-2 Vie{l,...,n}.
2. Dans R"" : (Ly) {¥p o Cizpx=b; Vie{0,...,n}.
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3.3. Sous-espaces affines et structure des solutions

Q  Preuve (Solutions)

1. Pour (L), on procede par soustraction. Pour i > 2 :

T = <kz::1 :ck) — (g xk> = (21 —2) - (2" —2) =2 — 2" =2

Pour i =1, z; = 2! — 2 = 2. La formule z; = 2° fonctionne aussi. La solution
unique est donc S = {(2',2%,...,2")}.

2. Pour (Lj), le systeme est triangulaire car (f) = 0 si k < 7. On peut l'écrire

1
nul (par récurrence descendante). Il existe donc une unique solution au systéme

(Ly). L’idée est de poser un polynéme P(X) = Sr_,aX* ou (ao,...,an)
est la solution recherchée. On montre que P(X + 1) = > 5, X". En posant
Q(X)=XbX" ona P(X)=Q(X —1). Par identification des coefficients de
P(X) = Y7_4b;(X — 1)/, on trouve la solution unique :

Sl (k> xr = b;. Le systeme homogene associé a pour unique solution le vecteur

ap = ij(—1)f—’c (i)bj vk e {0,...,n}

=k
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